. 1-(-1D)"
Sean las sucesiones a, = ————y b, =

n— 2n—-1+(-1)"

a
~, Entonces b,, = .

2

Por ejemplo, para x € R, %(sin x) = (=1)Pn(a, cosx + (1 — a,) sinx)

Por otro lado, haciendo uso de las férmulas de Eliler y de De Moivre, y del teorema del binomio, se obtiene:

n

. n
e™ = cosnx + isinnx = (cosx + isinx)" = Z (k) (cosx)™ ¥ (isinx)* (0)
k=0

Formulas de dngulo multiple para el coseno

De (0), se obtiene:
bn

cosnx = Z (ZT;c) (—1)¥(cos x)™* 2k (sin x)?k

k=0

by k

- Z (ZT;C) pz: (;;) (=1)P(cosx)"2P

k=0 =0

:Z (27;)(2) (=1)¥*(cosx)™ 2k (1)

Observacion:

Luego,

bm-an=bn [bopsn

i cosnx = i Z Z (Zkz:; n) (Z) (=¥ | (cosx)™ = %cosm; 2)
n=0 2

n=0 k=0 p=k

Observacion:

m [ bn bm /bm—n
z zuk”n—ZkWn,k = z Z UrW2k+2nk | V2n
n= n=0

bp_1 fby_1-n m bm—an_bn
+ UgWak+(n+1)k | Van+1 =z Z UgWak+nk |Vn
0 \ k=0 k=0

n=0 k

]
o

Consideremos de (1):

cosnx = (cosx)" i (ZT;) + z”: i (27;) (Z) (—1)*(cos x)"2k
p=0 k=1 \p=k

Por consiguiente,



bn [ by

2711—1 cosnx — z Z (21;9) (Z) (—1)k(cos x)n—Zk

(cosx)™ =

Observacion:

p=0
Ahora, usando (2) se obtiene:
q . nx q by bn
1 [sin(g+1)— nx ny /p
Z (cosmx)™ = = = Z cosq > Z (—=1)k (2p> (k) (cos mx)" 2k
m=0 2 m=0 k=1 p=k
. by by q
1 [ sin(q + 1)% nx n\ /p
_ k -2k
=" smﬂ cosq—-— Z(—l) Z <2p> (k) Z (cosmx)™ (*)
k=1 p=k m=0
Observacion:
q n n q
PRI RN 3
=0 \k=1 k=1 m=0

Foérmulas de dngulo multiple para el seno
De (0), se obtiene:

bn-1

n
: _ _1\k n—(2k+1) (i +)2k+1
sinnx 2 (-1 (Zk 4 1) (cosx) (sinx)
k=0
by by
= (cosx)%n-1 Zl ( n ) Zl(—l)p (bn—l - k) (sin x)2P*1
2k+1 b,_1—Dp
k=0 p=k
bp—q k
n b1 —
= os) Y (3 (") (0 D)) JeDRenoH @)
=0 p=0 n

Observacion:

Luego,

bm—1

m m n . X
k b, . — sin(m+1)=
E sinnx = E (=1)"(sinx)?n*1 E (cos x)%n-1 E (Zp N 1) <b];_1 B :) = Tzsinm;

n=0 n=0 k=2n+1 p=0



Observacion:

m n by,
Zun Z VkWnik | = Z

by_q -1, m
( Z ukwk,n) vy, Auy =0
n=0 k=0 n=0 k=2n+1

Consideremos de (3):

n k
sin(2n + 1)x = Z Z (;Z : 1) (Z : Z) (—D*(sinx)?k*1  (4)
k=0 \p=0

. T .
Si se hace x = ——, se obtiene:
2n+1

4 2
Sin = 2, se obtiene la expresion 16 (sin %) — 20 (sing) + 5 = 0. Puesto que sin% < sin% < sin%, entonces

.om 1 ’5—\/5
SIN—=—- |[—.
5 2 2

Por otro lado, de (4):

b b bm n

_ 3 2k +1 p NMei n2n1 _ (sID b,x)?
Z sin(Zn + Dx = 2 2 Z (Zp + 1) ( n) (=1)"(sinx) ~ sinx ®)
n=0 n=0 \k=n \p=0

Observacion:

$(5)

n=0 \k=n

5 (St -

n=0 \k=0

Consideremos de (4):

n-1

n k
2n+1 2n+1 n—p
; — (—1\" (i 2n+1 — 1Kk (i 2k+1
sin(2n + 1)x = (—=1)"(sin x) 2(2p+1)+; Z<2p+1) A [CIUETE
p: = :

Por consiguiente,

n n-—1 k
2 e 513 (D0 D) ermon

(Sil’l x)2n+1 —

Observacion:

Ahora, usando (5) se obtiene:



(2n+1) -

K
(- 1)71 sin(qg + 1) (2n + Dx 2n+1\ n—p .
Z (sinma)*mt = sin GnrDs —Sind z Z Z <2p + 1) (n -~ k) (=1 (sin )

2 m=0 \ k=0 p:O
2 +1) n— Kk q
_ D fsin@+ DFEEE @t Dx 0 [0 2nd 1y - e
22n sin (2n+1)x Sing—-— - Z(—l) Z (Zp + 1) (n B k) Z (sinmx) (%)
k=0 p:O m=0

2

Observacion:
q n n q
OLPITTEA B N 3N I
m=0 \k=0 k=0 m=0

Finalmente, hallamos que las expresiones (*) y (**) son similares a la recurrencia entre coeficientes de la férmula
polinédmica general de la suma de las n-ésimas y 2n + 1-ésimas potencias, respectivamente, de los primeros g naturales.



